Die Verteilung der Anzahl von Gewinnlinien beim Bingo

NORBERT HENZE, KARLSRUHE

Zusammenfassung: In einer Variante des Bingo-
spiels werden von insgesamt 75 Zahlen 22 Zahlen
rein zufillig ohne Zuriicklegen gezogen. Die qua-
dratische Bingo-Karte des Spielers enthdlt 25 Zah-
len. Man gewinnt in drei unterschiedlichen Rdngen je
nachdem, ob alle Zahlen von genau einer, genau zwei
oder mindestens drei Linien (Zeilen, Spalten oder
Diagonalen) unter den Gewinnzahlen sind. Wir ge-
ben unter anderem die Wahrscheinlichkeiten hierfiir
in geschlossener Form an. Schlagkrdftiges Hilfsmit-
tel sind Indikatorvariablen.

1 Einleitung

In einer in mehreren Bundesldndern angebotenen Va-
riante des Bingospiels werden von insgesamt 75 Zah-
len 22 Zahlen rein zufillig ohne Zuriicklegen ge-
zogen. Die Bingo-Karte des Spielers in Form eines
5 x 5-Quadrats weist 25 der 75 Zahlen auf, wobei
in der ersten Spalte — sortiert von oben nach unten
— Zahlen aus dem Bereich 1 bis 15, in der zweiten
Spalte Zahlen aus dem Bereich 16 bis 30 usw. stehen
(Bild 1).

10 | 25 |41 57|70

13 130 |42 | 58| 74

Bild 1: Bingo-Karte

Die 5 Zeilen und Spalten sowie die beiden Diago-
nalen der Karte werden als Linien bezeichnet. Eine
Linie heift Gewinnlinie, wenn alle 5 Zahlen der Li-
nie unter den 22 Gewinnzahlen sind. Bei genau einer
Gewinnlinie gewinnt man im niedrigsten Rang (Bin-
go). Ein Zweifach-Bingo bzw. Dreifach-Bingo wird
bei genau zwei bzw. mindestens drei Gewinnlinien
erzielt. In dieser Arbeit leiten wir mit Hilfe von Indi-
katorvariablen einen geschlossenen Ausdruck fiir die
Verteilung der Anzahl von Gewinnlinien her.

2 Die Anzahl der Gewinnlinien als
Indikatorsumme

Im Folgenden bezeichne A; das Ereignis, dass die
i-te Zeile der Karte des Spielers Gewinnlinie ist
(i=1,2,...,5). In gleicher Weise sei As.; das Er-
eignis, dass die i-te Spalte der Karte Gewinnlinie
ist (i = 1,2,...,5). SchlieBlich seien 4;; und 4,
die Ereignisse, dass die Diagonale von links unten
nach rechts oben bzw. die absteigende Diagonale ei-
ne Gewinnlinie darstellt; wir nummerieren also alle
Linien in einer bestimmten Weise von 1 bis 12 durch.

Bezeichnet allgemein 1{4} die Zufallsvariable, die
den Wert 1 bzw. 0 annimmt je nachdem, ob das Er-
eignis A4 eintritt oder nicht (sog. Indikator von A, s.
z.B. Henze (2010), S.14), so gibt die Summe

L= 1{A1}+1{A2}+...+1{A12} (1)

die Anzahl der eintretenden unter den Ereignissen
Ay,...,A1,, also die Anzahl der Gewinnlinien, an.
Mit Hilfe von L lassen sich die Gewinnmoglichkei-
ten beim Bingo wie folgt beschreiben:

e Ein Bingo ergibt sich im Fall L =1,
e cin Zweifach-Bingo tritt im Fall L = 2 auf,
e cin Dreifach-Bingo entsteht bei L > 3.

Die Zufallsvariable L kann die die moglichen Werte
0 bis 8 annehmen (Bild 12 links zeigt ein Beispiel fiir
den Fall L = 8). Der Fall L > 9 kann nicht auftreten,
da schon 9 Linien mindestens 7 Zeilen oder Spalten
beinhalten, die zusammen mindestens 23 Zahlen ab-
decken; es werden aber nur 22 Zahlen gezogen.

Wir werden sehen, welch schlagkriftiges Instrument
Darstellung (1) ist, um (unter anderem) die Wahr-
scheinlichkeiten P(L = k), 0 < k < 8, also die Vertei-
lung von L und damit die Wahrscheinlichkeiten fiir
ein Bingo, ein Zweifach-Bingo oder ein Dreifach-
Bingo zu bestimmen. Offenbar tritt das Ereignis A4;
ein, wenn die 5 Zahlen der i-ten Linie zu den 22
Gewinnzahlen gehoren. Die fiir das Eintreten von
A; gunstigen Fille bestehen also darin, dass von
den tibrigen 70 Zahlen noch 17 ausgewihlt werden
miissen, was auf (Zg) Weisen geschehen kann. Auf-
grund der Annahme iiber die Gleichverteilung aller

2

Stochastik in der Schule 32 (2012) 2, S. 2-8



Auswahlen von 22 der 75 Zahlen gilt somit

(i7)
P(Ai):ﬁ, i=1,...,12. )

22
Da der Erwartungswert einer Summe von Zufalls-
variablen gleich der Summe der Erwartungswerte
der einzelnen Summanden ist (Henze (2010), Kap.
12) und der Erwartungswert einer Indikatorfunktion
1{4} gleich P(4)(=1-P(4)+0-(1 —P(A4)) ist, er-

gibt sich der Erwartungswert von L mit (1) zu
(17)

E(L) = 12- -2 =0.018309--- 3)

()

PL>1) = ip(L:k) < ik-P(L:k)
k=1 k=1
= E(L)

liefert (3) eine Schranke fiir die (recht kleine) Wahr-
scheinlichkeit, dass der Spieler iiberhaupt gewinnt.

3 Exkurs: Die Jordan-Formel

Sind allgemein Ay,...,4, Ereignisse, also formal
Teilmengen einer nicht ndher spezifizierten Ergeb-
nismenge €2, so gibt die Zufallsvariable

X=1{A}+1{d)} +...+1{4,} “4)

an, wie viele der Ereignisse 41,...,4, eintreten. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass genau & der 4; eintreten, al-
so X = k gilt, hangt nur von den mit

Sj= z

1<ij<...<ij<n

P(Ay NAyN...04;)  (5)

(j = 1,...,n) bezeichneten Summen aller Wahr-
scheinlichkeiten der Durchschnitte von jeweils j der
Ereignisse A1, ...,A, ab (s. u.). Die Anzahl der Sum-
manden in (5) ist gleich der Anzahl aller Moglichkei-
ten, aus n Objekten j auszuwihlen, also gleich dem
Binomialkoeffizienten

Mit der Konvention Sy := 1 gilt die sog. Jordansche
Formel (s. z.B. Feller (1968), IV 3.)

PX=k) = ik(—l)f-k-@-sj (6)

J

(k=0,1,....,n).

Bevor wir auf die Grundidee zum Nachweis von (6)
eingehen, sei der allgemeine Charakter dieser Glei-
chung zur Bestimmung der Verteilung von Zufallsva-
riablen vom Typ (4) (sog. Zdhlvariablen) betont. So
ergibt sich etwa die Binomialverteilung als Spezial-
fall aus (6), wenn die Ereignisse A, ...,A, stochas-
tisch unabhingig sind und die gleiche Wahrschein-
lichkeit p besitzen, denn dann nimmt die in (5) defi-
nierte Summe den Wert (;’) p’ an, und die rechte Sei-
te von (6) wird wegen ({() (;’) =) (;’:i) und einer
Indexverschiebung (/ := j — k) zu

<Z>p"g <n , k) (=p)1" = <’,1>p"(1 -p)""

Man beachte auch, dass sich wegen
PX>1)=P(4,U...U4,) =1-P(X=0)

aus (6) die Formel des Ein- und Ausschlielens
P(Al U...UA,,) = 2(—1)].71 'Sj
j=1

ergibt (siche z.B. Henze (2010), Kapitel 11).

Die Idee zum Nachweis von (6) soll anhand des Falls
n =4 und k = 2 herausgearbeitet werden. Der all-
gemeine Fall erfordert nur eine hohere Abstraktions-
stufe beim Hinschreiben, liefert aber keine neue Er-
kenntnis. Bendtigt werden neben der Gleichheit

E(1{4}) = P(4) ()

nur die Tatsache, dass die Indikatorfunktion des
Durchschnitts zweier (und damit endlich vieler) Er-
eignisse 4 und B gleich dem Produkt der einzelnen
Indikatorfunktionen ist, also

1{4NB} = 1{4}-1{B} (8)
gilt, sowie die Summendarstellung
1{AUB} = 1{4}+1{B} )

fiir die Indikatorfunktion der Vereinigung zweier und
damit auch endlich vieler disjunkter, also sich gegen-
seitig ausschlieBender Ereignisse (4 N B = 0). Ferner
benotigen wir die Identitit

1{4} = 1-1{4} (10)

zwischen dem Indikator von 4 und der Indikator-
funktion des zu 4 komplementiren Ereignisses 4.




Sollen etwa von vier Ereignissen genau zwei eintre-
ten, so ist dies auf sechs sich paarweise ausschlie-
Bende Weisen mdglich. Eine davon ist, dass 4, und
A, eintreten, aber weder 43 noch A4, was bedeutet,
dass das Ereignis 4 NAy N A3 N Ay eintritt. Eine an-
dere Moglichkeit ist, dass 41434,A4 eintritt usw. Da-
bei haben wir der Kiirze halber das Durchschnittszei-
chen zwischen Ereignissen weggelassen und werden
dies auch im Folgenden tun. Bezeichnet B das Ereig-
nis, dass genau zwei der vier Ereignisse 41,...,A44
eintreten, so stellt sich B in der Form

B = A1A223Z4 U A122A3Z4 U A12223A4
U 21A2A3Z4 U 21A223A4 U 2122143/14

als Vereinigung von sechs sich paarweise ausschlie-
Benden Ereignissen dar. Nach (9) folgt

I{B} = 1{A1A223Z4} + 1{A122A324}
+ I{AIZZZ3A4} + 1{211‘12/1324}

+ 1{2114223144} -+ 1{2122/13144}.

Der erste Summand auf der rechten Seite nimmt un-
ter Verwendung von (8) und (10) die Gestalt

HA1ApA3As} = A H{A}(1-1{A3})(1-1{44})
an. Ausmultiplizieren und (8) liefern dann

A Asdsdsy = 1A {42} — 1A 1 {do)1{45)
— WA }1{A2 }1{44}
+ {4 } {42 }1{43 }1{45}
— 1Ay} — 1{A, Ards)
1A ArAs) + 1{A1drd3 4z},

Verfahrt man in gleicher Weise auch mit den anderen
Termen 1{41A4,43A44} usw. und fasst zusammen, so
ergibt sich

B} = W44z} + {4143} + 1{A 144} + 1{A245}
-+ 1{A2A4} + 1{A3A4}

-3 (1{A1A2A3} + 1{A1A2A4} -+ 1{A1A3A4}

+1{A2A3A4}) +6 - 1{A1A2A3A4}

und somit unter Verwendung von (7) und der Additi-
vitit der Erwartungswertbildung

P(B) = P(A142) + P(A143) + P(A4144) + P(4243)
+P(A244) + P(434,)
—3(P(A414243) + P(A14244) + P(A1A3Ay)
+P(AyA344)) + 6 - P(A1424344),

was wegen

S = P(AlAz) —|—P(A1A3) +P(A1A4) +P(A2A3)
+ P(AxA4) + P(A343),
P(A1A2d3) + P(A14243) + P(A14343),

P(A1424344)

N
Sy =

der betrachtete Spezialfall von (6) ist.

4 Die Bestimmung der Summen S;

Um die Wahrscheinlichkeit P(L = k) zu bestimmen,
bendtigen wir nach der Jordan-Formel (6) die in (5)
definierten Summen S; (j = 1,2,...,12). Da nur 22
Zahlen gezogen werden, konnen neun oder mehr Ge-
winnlinien nicht auftreten, was bedeutet, dass alle
Wabhrscheinlichkeiten von Durchschnitten von min-
destens neun der zu Beginn von Abschnitt 2 ein-
gefiihrten Ereignisse 41,...,41» verschwinden und
somit Sy = S19 = 811 = S12 = 0 gilt. Mit (2) folgt

(i7)
S =12- m =0.018309---

22
Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten von
Durchschnitten der Ereignisse A41,...,41, gilt allge-
mein Folgendes: Beinhaltet das simultane Eintreten
der Ereignisse 4;,,...,4;;, dass die zugehorigen Li-
nien auf dem Bingo-Quadrat zusammen / Zahlen ab-
decken, so ist — sofern / <22 gilt —

75-1
(1)
75\
(22)
denn die giinstigen Fille ergeben sich dadurch, dass
von 75 — [ Zahlen 22 — [ Zahlen ausgewéhlt werden.

pr = P(A,'lﬂ...ﬂAij) = (11)

Zur Bestimmung von S, ist zu beachten, dass zwei
Linien entweder 10 oder 9 Felder auf dem Qua-
drat abdecken (Bild 2). Der erste Fall tritt ein, wenn
entweder zwei Zeilen oder zwei Spalten ausgewdihlt
werden, was insgesamt auf (;) + (;) = 20 Weisen
mdglich ist; die iibrigen (%) —20 = 46 Auswahlen
von je zwei Linien decken je 9 Felder ab. Mit der in
(11) eingefiihrten Abkiirzung ergibt sich

Sy, = 20p1() + 46p9.

Bild 2: Von links nach rechts: 4,45, A4Ag, A1A1>




Zur Bestimmung von S3 unterscheiden wir nach der
Anzahl der gewihlten Diagonalen, also danach, wie
viele der Zahlen 11 und 12 in den dreielementigen
Teilmengen {ij,i»,i3} von {1,2,...,12} auftreten.
Kommt keine Diagonale vor, so miissen entweder
drei Zeilen bzw. Spalten oder zwei Zeilen und eine
Spalte (oder umgekehrt) ausgewdhlt werden. Die ers-
te Moglichkeit ergibt 20 Fille mit je 15 iiberdeckten
Feldern, die zweite 100 Fille, bei denen je 13 Felder
abgedeckt sind. Tritt eine Diagonale auf, so sind zwei
Zeilen bzw. Spalten oder eine Zeile und eine Spal-
te auszuwihlen. Die erste Mdoglichkeit fiihrt zu 40
Fillen mit je 13 abgedeckten Feldern, bei der zwei-
ten sind nach der Auswabhl einer Diagonale und einer
Zeile stets 9 Felder abgedeckt. Hier fiihren 4 Spalten
zu je 3 zusitzlichen Feldern; eine Spalte liefert ein
zusitzliches Feld (Bild 3 links).

Bild 3: Eine Spalte deckt 3 oder 4 zusétzliche Felder
ab (links), 2 Diagonalen und eine Reihe decken 12
oder 13 Felder ab (mitte bzw. rechts)

Unter Beriicksichtigung symmetrischer Situationen
entstehen somit durch die Auswahl einer Diagona-
len und einer Zeile sowie einer Spalte 40 Falle mit
12 und 10 Fille mit insgesamt 13 abgedeckten Fel-
dern. Kommen beide Diagonalen vor, so liefern acht
Auswahlen von Zeilen bzw. Spalten 12 und zwei
Auswahlen 13 abgedeckte Felder (Bild 3 mitte und
rechts). Insgesamt ergibt sich

S3 = 20p15s+ 152p13+48p1a.

Die Bestimmung von Sy bis Sg erfolgt analog mit Ge-
duld und elementarer Kombinatorik. Beim Abzihlen
wird jeweils danach unterschieden, ob keine Diago-
nale, genau eine Diagonale (hier kann man sich aus
Symmetriegriinden auf eine Diagonale beschrinken,
fiir die andere entstehen genauso viele Fille) oder je-
de der beiden Diagonalen ausgewahlt wird.

Vier Zeilen oder Spalten (insgesamt 10 Fille) decken
je 20 Felder ab, bei 3 Zeilen und einer Spalte oder
umgekehrt (100 Fille) sind es je 17 Felder, bei 2 Zei-
len und 2 Spalten (100 Félle) je 16 Felder. Drei Zei-
len oder drei Spalten und eine Diagonale (40 Fille)
beinhalten je 17 Felder. Zwei Zeilen und eine Dia-
gonale decken stets 13 Felder ab; kommt eine Spalte
hinzu, so werden in 2 Fillen drei weitere und in 3
Féllen zwei weitere Felder besetzt (Bild 4 links bzw.

rechts). Unter Beriicksichtigung von symmetrischen
Fillen ergeben sich aus zwei Zeilen und einer Spalte
(oder umgekehrt) und einer Diagonale 80 Fille mit
16 und 120 Fille mit 15 iiberdeckten Feldern.

Bild 4: 2 Zeilen, eine Spalte und eine Diagonale
decken 16 oder 15 Felder ab

Sind beide Diagonalen beteiligt, so decken diese mit
zwei weiteren Linien 14, 15, 16 oder 17 Felder (mit
den entsprechenden Anzahlen 8, 28, 8 und 1) ab. Bei-
spiele hierfiir sind in Bild 5 veranschaulicht.

Bild 5: Die Diagonalen decken zusammen mit zwei
weiteren Linien 14, 15, 16 oder 17 Felder ab

Insgesamt ergibt sich hiermit Sy zu

Sy = 10p20 + 141p17+ 188pi6 + 148p15 + 8pia.

Um S5 zu bestimmen, betrachten wir zundchst den
Fall, dass keine Diagonale vorkommt. Hier decken 4
Zeilen und eine Spalte oder umgekehrt (zusammen
50 Fille) je 21 Felder ab, bei drei Spalten und zwei
Zeilen oder umgekehrt (zusammen 200 Fille) sind
es jeweils 19 Felder. Kommt eine Diagonale vor, so
tiberdecken vier Spalten oder vier Zeilen (20 Fille)
je 21 Felder, und drei Zeilen decken zusammen mit
einer Spalte oder umgekehrt zusammen entweder 19
(120 Félle) oder 18 Felder (80 Félle) ab (Bild 6).

Bild 6: 3 Zeilen, eine Diagonale und eine Spalte
decken 19 oder 18 Felder ab




Werden zu einer Diagonalen zwei Zeilen und zwei
Spalten ausgewaihlt, so sind entweder 19, 18 oder 17
Felder (mit den jeweiligen Anzahlen 20, 120 und 60)
abgedeckt (Bild 7).

Bild 7: 2 Zeilen und Spalten decken mit einer
Diagonalen zusammen 19, 18 oder 17 Felder ab

Sind beide Diagonalen beteiligt, so miissen drei Zei-
len bzw. Spalten oder zwei Zeilen und eine Spalte
(oder umgekehrt) ausgewéhlt werden. Im ersten Fall
werden entweder 19 oder 18 Felder abgedeckt, was
auf 12 bzw. 8 Weisen moglich ist (Bild 8), im zwei-
ten ebenfalls 19 oder 18 Felder (mit den Anzahlen 8
bzw. 24), es kénnen aber auch 17 oder 16 Felder (mit
den Anzahlen 60 bzw. 8) sein (Bild 9).

Bild 8: 2 Diagonalen und 3 Zeilen decken 19 oder
18 Felder ab

Bild 9: 2 Diagonalen, 2 Zeilen und eine Spalte
konnen auch 17 oder 16 Felder abdecken

Addiert man alle entsprechenden Fille, so ergibt sich

Ss =70p21 +360p19 +232p15 + 120p17 + 8p1s.

Zur Bestimmung von Sg beginnen wir wie oben mit
dem Fall, dass keine Diagonale beteiligt ist. Hier de-
cken 4 Zeilen und 2 Spalten (oder umgekehrt) 22 Fel-
der ab, bei 3 Zeilen und 3 Spalten sind es 21. Die zu-
gehorigen Anzahlen sind jeweils 100. Ist eine Diago-
nale beteiligt, so sind 4 Zeilen und eine Spalte oder
3 Zeilen und 2 Spalten auszuwéhlen, wobei jeweils
der durch Vertauschen von Zeilen und Spalten entste-
hende Fall die erhaltenen Anzahlen verdoppelt. Vier
Zeilen und eine Diagonale iiberdecken 21 Felder; fiir
jede dieser 5 Zeilen-Auswahlen liefern genau 4 Spal-
ten ein weiteres abgedecktes Feld, was bedeutet, dass

80 Fille mit 22 und 20 Fille mit 21 {iberdeckten Fel-
dern entstehen (die andere Diagonale liefert den Fak-
tor 2!). Drei Zeilen und eine Diagonale tiberdecken
17 Felder. Da von den 5 Spalten drei jeweils 3 zusétz-
liche und die tibrigen je 2 zusétzliche Felder iiberde-
cken, entstehen 40 Fille mit 19, 240 mit 20 und 120
mit insgesamt 21 iberdeckten Feldern.

Wir nehmen jetzt an, dass beide Diagonalen auftre-
ten und somit x Zeilen sowie 4 —x Spalten (x =
0,1,...,4) ausgewahlt werden miissen. Wird im Fall
x = 4 (der Fall x = 0 ist symmetrisch hierzu) die
mittlere Zeile ausgewdhlt, so sind 22 Felder iiber-
deckt, andernfalls 21. Insgesamt ergeben sich hieraus
8 Fille mit 22 und 2 Félle mit 21 {iberdeckten Fel-
dern. Im Fall x = 3 (der Fall x = 1 ist symmetrisch
hierzu) ergeben sich die in Bild 10 gezeigten drei
prototypischen Fille.

Bild 10: 3 protoypische Fille, die durch 2
Diagonalen und die Auswahl von 3 Zeilen entstehen

In der Situation von Bild 10 links, die fiir 4 der 10
Auswahlen von 3 Zeilen auftritt, fithren 4 Spalten zu
20 und eine Spalte zu 21 iiberdeckten Feldern; die
entsprechenden Anzahlen sind 32 und 8. Fiir 4 Aus-
wahlen von drei der 5 Zeilen entsteht die Situation
von Bild 10 mitte, wo 3 Spalten zu insgesamt 19 und
2 Spalten zu insgesamt 20 {iberdeckten Feldern (mit
den Anzahlen 24 bzw. 16) fiihren. Bei den restlichen
Auswahlen von 2 Zeilen entsteht die Situation von
Bild 10 rechts, in der drei Spalten zu insgesamt 21
und 2 Spalten zu 19 iiberdeckten Feldern fiihren; die
zugehdrigen Anzahlen sind 12 bzw. 8.

Es bleibt der Fall zu untersuchen, dass beide Diago-
nalen und jeweils 2 Zeilen und Spalten vertreten sind.
Hier entstehen durch die Auswahl von 2 Zeilen drei
prototypische, in Bild 11 dargestellte Falle.

Bild 11: 3 protoypische Fille, die durch 2
Diagonalen und die Auswahl von 2 Zeilen entstehen

Im linken Bild {iberdeckt jede ausgewdhlte Spalte 2
zusitzliche Felder. Da diese Situation fiir 4 der 10
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Auswahlen von 2 Zeilen auftritt, gibt es insgesamt
40 Félle mit 19 tiberdeckten Feldern. Die in Bild 11
mitte dargestellte Situation mit 16 iiberdeckten Fel-
dern tritt ebenfalls fiir 4 der 10 Auswahlen von 2
Zeilen auf. Hier gibt es eine Spalte, die drei zusitz-
liche Felder iiberdeckt und jeweils 2 Spalten, die
zu einem bzw. zwei zusétzlich tiberdeckten Feldern
fiihren. Insgesamt entstehen 4 Félle mit 18, 16 Félle
mit 19, 12 Fille mit 20 und 8 Fille mit 21 {ber-
deckten Feldern. Die Situation von Bild 11 rechts
mit 15 tberdeckten Feldern tritt bei zwei Auswah-
len von Zeilen auf. Hier iiberdecken 2 Spalten jeweils
drei zusitzliche Felder und zwei Spalten jeweils ein
zusitzliches Feld; bei einer Spalte kommen 2 Felder
hinzu. Dies liefert insgesamt 2 Félle mit 17, 4 mit 18,
8 mit 19, 4 mit 20 und 2 mit insgesamt 21 tiberdeck-
ten Feldern. Zusammenzihlen und Sortieren ergibt

Se = 188p2 +272ps1 +304py0 + 136p19

+8p1s +2p17.

Um S7 zu bestimmen, konnen wir uns auf den Fall
beschrinken, dass mindestens eine Diagonale betei-
ligt ist, da sonst mehr als 22 Felder iiberdeckt sind.
Genau eine Diagonale deckt zusammen mit 4 Zeilen
21 Felder (und insbesondere eine Spalte) ab. Man hat
also nur 4 Moglichkeiten, eine weitere Spalte aus-
zuwéhlen und damit zusammen 22 Felder zu erfas-
sen. Insgesamt entstehen also aus einer Diagonalen
und 4 Zeilen sowie 2 Spalten (unter Beriicksichti-
gung dazu symmetrischer Situationen) 80 Félle mit
22 abgedeckten Feldern. Werden neben einer Diago-
nalen drei Zeilen ausgewihlt, so sind 17 Felder er-
fasst, wobei 2 Spalten bis auf je ein Feld und drei
Spalten bis auf je 2 Felder abgedeckt sind. Bei der
Auswahl von drei Spalten darf man also nicht die
drei letztgenannten wahlen, da dann 6 Felder hin-
zukdmen. Abzdhlen aller Moglichkeiten ergibt unter
Berticksichtigung der anderen Diagonalen 60 Fille
mit 21 und 120 Félle mit 22 {iberdeckten Feldern.

Bild 12: Zwei Diagonalen und 4 Zeilen decken 22
oder 21 Felder ab

Sind beide Diagonalen beteiligt, so decken 4 Zeilen
entweder 22 oder 21 Felder (sowie 2 Spalten bzw. ei-
ne Spalte) ab je nachdem, ob die mittlere Zeile aus-
gewihlt wurde oder nicht (Bild 12). Die Auswahl

einer Spalte liefert also insgesamt (Vertauschen von
Zeilen und Spalten!) 24 Fille mit 22 und 2 Fille mit
21 iiberdeckten Feldern. Sind neben 2 Diagonalen 3
Zeilen und 2 Spalten (oder umgekehrt) beteiligt, so
entstehen nach der Auswahl von drei Zeilen die drei
in Bild 13 gezeigten prototypischen Fille.

Bild 13: 3 protoypische Fille, die durch 2
Diagonalen und 3 Zeilen entstehen

Die Situationen in Bild 13 links und mitte treten bei
jeweils vier der Auswahlen von drei Zeilen auf, die
Situation in Bild 13 rechts bei zwei Auswahlen. In
Bild 13 links fiihren 6 bzw. 4 Auswahlen von 2 Spal-
ten zu insgesamt 21 bzw. 22 iiberdeckten Feldern,
in Bild 13 mitte 6 bzw. 3 Auswahlen von 2 Spalten
zu 21 bzw. 20 tberdeckten Feldern. Bei genau einer
Spaltenauswahl sind hier 22 Felder abgedeckt. Bei
Bild 13 rechts fiihrt eine Spaltenauswahl zu 19 tiber-
deckten Feldern; 6 Auswahlen liefern 21 abgedeckte
Felder. Insgesamt entstehen aus 2 Diagonalen und 3
Zeilen sowie 2 Spalten (und umgekehrt) 40 Fille mit
22, 120 mit 21, 24 mit 20 und 4 mit 19 abgedeckten
Feldern, und wir erhalten

S7 = 264pxn +182pa1 +24py0 +4pio.

Zur Bestimmung von Sg ist zu beachten, dass acht
Linien stets mindestens 23 Felder belegen, wenn
hochstens eine Diagonale beteiligt ist. Sind beide
Diagonalen vertreten, so entstehen Beitrdge zur Sum-
me Sg, wenn vier Zeilen und zwei Spalten (und um-
gekehrt) sowie je drei Zeilen und Spalten ausgewahlt
werden. Im ersten Fall sind (wenn bei der Auswahl
der vier Zeilen die mittlere Zeile dabei ist) schon 22
Felder mit zwei kompletten Spalten abgedeckt (Bild
12 links). Ist die mittlere Zeile nicht vertreten, so
werden 21 Felder (mit einer kompletten Spalte) ab-
gedeckt, so dass vier Moglichkeiten fiir die Wahl ei-
ner zweiten Spalte vorhanden sind (Bild 12 rechts).
Insgesamt werden somit durch die Diagonalen zu-
sammen mit vier Zeilen und zwei Spalten (oder um-
gekehrt) zusammen 16 giinstige Félle erfasst. Sind
drei Zeilen und drei Spalten beteiligt, so konnen die
in Bild 15 gezeigten prototypischen Félle entstehen.
Im linken Bild decken die ausgewihlten Zeilen und
die Diagonalen 19 Felder ab. Eine Auswahl von drei
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Spalten, so dass nicht mehr als 22 Felder iiberdeckt
werden, ist hier auf vier Weisen moglich. In Bild 15
rechts tiberdecken die gewéhlten Zeilen und die Dia-
gonalen nur 18 Felder. Wahlt man hier die Spalten
2,3 und 4 aus, so sind 21 Felder tiberdeckt, bei sechs
weiteren Auswahlen von 3 Spalten werden jeweils 22
Felder abgedeckt. Abzéhlen aller Fille liefert

Sg = 56p2 +10py;.

Bild 15: Drei Zeilen und die Diagonalen decken 19
Felder (links) oder 18 Felder (rechts) ab.

S Die Verteilung von L

Setzt man die in Abschnitt 4 erhaltenen Werte fiir
S1,...,8g in (6) ein und beachtet die Konvention
So := 1 sowie die Gleichung S; =0 fiir j =9,...,12,
so liefert das Computeralgebra-System MAPLE die
nachfolgenden Werte fiir P(L = k), 0 <k <8:

113849084313727
115949311642980
= 0.9818866770,

P(L=0) =

2313002611595228
129080571186547485
= 0.01791906087,

1603316372071
8327778786228870
= 0.0001925262922,

88764082603
51632228474618994
= 0.000001719160401,

42508709029
2581611423730949700

= 1.646595945-1078%,

4579156
25816114237309497

= 1.773758807- 10717,

1935119
645402855932737425

= 2.998311802-10"'2,

1309

P(L=7) =
( ) 44510541788464650
= 2.940876357-107 4,
149
P(L=8) =
( ) 1290805711865474850

= 1.154317793-1071¢,

6 Anmerkungen zum Schulbezug

Dieser Beitrag ist in erster Linie als Lehrerfortbil-
dung gedacht. Schiilerinnen und Schiiler konnen je-
doch u.a. die Verteilung von L ndherungsweise durch
Simulation bestimmen. Auch die Herleitung des Er-
wartungswertes (3) von L aus der Darstellung (1)
von L als Summe von Indikatorvariablen sollte nach
Hinweisen der Lehrkraft moglich sein, da die Be-
stimmung von P(4;) nur elementare kombinatori-
sche Hilfsmittel (s. (2)) erfordert. Schiilerinnen und
Schiiler konnten durch Berechnung der Schnittwahr-
scheinlichkeiten P(4; N A4;) auch zeigen, dass die
Ereignisse 4; und A4; fiir verschiedene i und j nicht
stochastisch unabhingig sind.
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